
Ñþæåò ïðî ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ è ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè

(àâòîð - ñ.í.ñ. ÏÎÌÈ ÐÀÍ, ê.ô-ì.í. Ä. Ñ. ×åëêàê)

Â çàäà÷àõ äàííîãî ñþæåòà ðå÷ü èä¼ò î ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ íà ïðÿìîé è ïëîñêîñòè.
Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó, êîòîðàÿ ïåðåìåùàåòñÿ ïî òî÷êàì ïðÿìîé, èìåþùèì êîîðäèíàòû,
âûðàæàþùèåñÿ öåëûìè ÷èñëàìè èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ïî òî÷êàì ïëîñêîñòè, îáå êîîð-
äèíàòû êîòîðûõ öåëûå. Íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ è äëèíà ñêà÷êà êàæäûé ðàç âûáèðàåò-
ñÿ íåçàâèñèìî îò ïðåäûäóùåãî øàãà ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ. Íàïðèìåð, ïðè ïðîñòîì
ñèììåòðè÷íîì áëóæäàíèè ïî ïðÿìîé ÷àñòèöà, íàõîäÿùàÿñÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé y
ïåðåìåùàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòÿìè ïî 1

2
â îäíó èç òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè y − 1 èëè y + 1.

Ïóñòü fn � âåðîÿòíîñòü êîãäà-íèáóäü ïîïàñòü â 0, ñòàðòóÿ èç òî÷êè n ∈ Z. Â ýòîì
ñþæåòå ìû áóäåì èçó÷àòü fn äëÿ ðàçíûõ âàðèàíòîâ çàäàíèÿ äëèí ñêà÷êîâ è èõ âåðîÿò-
íîñòåé.
Íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé Âû ìîæåòå, íàïðèìåð, ïî÷åðïíóòü â êíèãå

Ëþòèêàñ Â.Ñ. "Øêîëüíèêó î òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ôàêóëüòàòèâíûé êóðñ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ýòîãî ñþæåòà Âàì áóäåò ïîëåçíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

akxn + ak−1xn−1 + · · ·+ a2xn−k+2 + a1xn−k+1 + a0xn−k = 0

è ìíîãî÷ëåí akλ
k + ak−1λ

k−1 + · · · + a2λ
2 + a1λ + a0 = 0 èìååò k ðàçëè÷íûõ êîðíåé

λ1, λ2, . . . , λk. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ÿâíàÿ ôîðìóëà

(1) xn = c1λ
n
1 + c2λ

n
2 + · · ·+ ckλ

n
k ,

ãäå êîýôôèöèåíòû c1, c2, . . . , ck îïðåäåëÿþòñÿ ïåðâûìè k ÷ëåíàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Åñëè æå ñðåäè êîðíåé ìíîãî÷ëåíà åñòü êðàòíûå, íàïðèìåð λ1 = λ2 = ... = λm = µ, òî
âìåñòî m ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé λn1 , λ

n
2 , . . . λ

n
m â ôîðìóëå (1) íóæíî èñïîëüçîâàòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè µn, nµn, . . . nm−1µn.

1. Ðàññìîòðèì ïðîñòîå ñèììåòðè÷íîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî
f0 = 1, è äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî öåëîãî ÷èñëà n

(2) fn = 1
2
(fn−1 + fn+1)

Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî fn = 1 äëÿ âñåõ öåëûõ n.

2. Ðàññìîòðèì òåïåðü íåñèììåòðè÷íîå áëóæäàíèå: ïóñòü äëèíà ñêà÷êà ïî-ïðåæíåìó ðàâ-
íà 1, à âåðîÿòíîñòü ïîéòè íàëåâî ðàâíà p, íàïðàâî - q = 1 − p (p 6= q). Íàéäèòå fn äëÿ
ëþáîãî öåëîãî n.

3. Ïóñòü òåïåðü íà êàæäîì øàãó âîçìîæíû ñêà÷êè ±1, ±2 ñ âåðîÿòíîñòÿìè 1
4
. Íàéäèòå

fn äëÿ ëþáîãî öåëîãî n.

4. Òåïåðü èçó÷èì åùå îäèí ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé: äîïóñêàþòñÿ ñêà÷êè ±1, ±2 ñ âåðîÿò-
íîñòÿìè p è q = 1

2
− p ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå fn äëÿ ëþáîãî öåëîãî n.

5. Ïîäóìàéòå íàä äàëüíåéøèìè îáîáùåíèÿìè: ðàññìîòðèòå ñêà÷êè äëèíîé ±1, ±2 ñ
ïðîèçâîëüíûìè âåðîÿòíîñòÿìè; ïîäóìàéòå î áîëåå äëèííûõ ñêà÷êàõ. Âîçìîæíî, â ýòîì
ïóíêòå ñòîèò âûáðàòü êàêèå-òî îòäåëüíûå (èíòåðåñíûå Âàì) ñëó÷àè è íàéòè âåðîÿòíîñòè
âåðíóòüñÿ â 0 äëÿ íèõ.



6. Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ h, çàäàííóþ â öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè è óäî-
âëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ

(3) hn,m = 1
4
(hn−1,m + hn+1,m + hn,m−1 + hn,m+1)

äëÿ ëþáûõ öåëûõ n è m. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè h îãðàíè÷åíà, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé.

7. Ïóñòü ôóíêöèÿ h óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (3) äëÿ âñåõ öåëûõ (n,m) 6= (0, 0).
Îáîçíà÷èì

SN :=
∑

(n,m) : max{|n|,|m|}=N

hn,m, Tn := hn,n + hn,−n + h−n,n + h−n,−n.

Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà SN+1 − TN+1 = SN + TN + C, ãäå C íå çàâèñèò îò N .

8. Ïóñòü fn,m � âåðîÿòíîñòü êîãäà-íèáóäü ïîïàñòü â 0 äëÿ ñèììåòðè÷íîãî áëóæäàíèÿ ïî
ïëîñêîñòè (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

4
â êàæäóþ ñòîðîíó), ñòàðòóÿ èç òî÷êè (n,m) ∈ Z2. Äîêàæèòå,

÷òî fn′,m′ 6 fn,m, åñëè |n′| > |n| è |m′| > |m|.

9. Ïîäóìàéòå, êàê ïðèìåíèòü ñîîáðàæåíèÿ ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
òîãî, ÷òî fn,m = 1 äëÿ âñåõ (n,m) ∈ Z2.

10. Ïîäóìàéòå î òîì, êàê ïðèìåíèòü ðàññóæäåíèÿ èç ïóíêòîâ 6-9 äëÿ äðóãèõ ñëó÷àéíûõ
áëóæäàíèé íà ïëîñêîñòè: ñèììåòðè÷íîå áëóæäàíèå ïî âåðøèíàì òðåóãîëüíîé ðåøåòêè
(1
6
â êàæäóþ ñòîðîíó), ñèììåòðè÷íîå áëóæäàíèå ïî âåðøèíàì øåñòèóãîëüíîé ðåøåòêè.


